
高等代数 (II) 第四次习题课

李卓远 数学科学学院

zy.li@stu.pku.edu.cn

1 内容概要

• 子空间的交, 和;

• 商空间的基和维数.

2 补充知识

2.1 线性空间与线性表出

Definition 2.1.1 (vector space). 设 R 为环. 一个 R-(左) 模包含 Abel 群 (M,+) 及 · : R×M → M 满足

• r · (x+ y) = r · x+ r · y (r · − 为群同态);

• (r + s) · x = r · x+ s · x;

• (rs) · x = r · (s · x);

• 1 · x = x.

特别地, 当 R 为域时, 这样的模又称为线性空间.

Example 2.1.2. 一些线性空间的例子:

• a field F itself;

• 多项式环和相应的数乘运算. (无限维空间)

• C(X) or RX , X ⊆ R countable.

Definition 2.1.3. 设 V 为一线性空间, 设 S, T ⊆ V . 记

spanS :=

{∑
k

αksk|sk ∈ S

}
(finite sum).

称 T 可由 S 线性表出, 若 T ⊆ spanS.
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2.2 线性空间的基

记 Q(V ) 为线性空间 V 中线性无关子集全体, 显然有 A,B ∈ Q(V ), 且当 A ⊆ B 时有 A ⊆ spanB.
对于偏序集 (Q(V ),⊆), 其极大元始终存在, 且若 C ∈ Q(V ) 为极大元, 则必定满足 spanC = V . 且由基本
引理 (教材 P76 引理 1) 知极大元可能不唯一, 但极大元中元素个数始终唯一, 将其定义为线性空间的维数
dimV .

Remark 2.2.1. 由 Zorn 引理可证明对任意 A ∈ Q(V ), 存在极大元 A′ 满足 A ⊆ A′, 即线性空间中任一
线性无关组总可扩充为线性空间的一组基. 对有限维空间可直接归纳, 而对无限维空间需要 Zorn 引理应
用在 Q(V ) 中包含 A 的所有元素构成的子集上.

2.3 子空间的交/和的维数关系

对于子空间 V1, V2 ⊆ V , 有

dim(V1 + V2) + dim(V1 ∩ V2) = dim(V1) + dim(V2).

证明可以考虑
V1

� � i // V1 + V2
q // (V1 + V2)/V2

利用同态基本定理可得
V1/(V1 ∩ V2) = V1/ ker(q ◦ i) ∼= (V1 + V2)/V2.

Proposition 2.3.1. 称 V1 + V2 为直和 (direct sum), 记为 V1 ⊕ V2, 若下列之一 (TFAE) 成立:

• V1 ∩ V2 = 0 (dim(V1 ∩ V2) = 0);

• dim(V1 + V2) = dim(V1) + dim(V2);

• α1 ∈ V1, α2 ∈ V2, α1 + α2 = 0 ⇒ α1 = α2 = 0;

• V1 与 V2 的任意一组基可以合并为 V1 + V2 的一组基.

对于最后一条的逆命题不成立, 因为无法保证 V1 + V2 的一组基都落在 V1 或 V2 中.
特别地, 称满足 V1 ⊕V2 = V 的 V1 和 V2 互为补空间. 注意补空间并不唯一, 也并不具有任何几何上的

“正交性”, 例如 R2 中任意两个不共线的非零向量分别张成的一维子空间均互为补空间.

3 典型例题

Problem 3.1. 设
A0, A1, · · · , An ⊆ {1, 2, · · · , n}.

证明若 A0, A1, · · · , An 均分别包含奇数个元素, 则必定存在 k ̸= l 使得 Ak ∩Al 也包含奇数个元素.

证明. 令

αj(k) =

1, k ∈ Aj ,

0, k /∈ Aj

, αj = (αj(1), · · · , αj(n)) ∈ Fn
2 .

根据条件可知
αT
j αj = 1, ∀j = 0, 1, · · · , n.
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利用反证法若对任意 k ̸= l 总有 Ak ∩Al 包含偶数个元素, 那么

αT
kαl = 0, ∀k, l = 0, 1, · · · , n, k ̸= l.

令 C = (α0, α1, · · · , αn) ∈ Fn×(n+1)
2 , 则有

CTC =


αT
0α0 · · · αT

0αn

...
...

αT
nα0 · · · αT

nαn

 = In+1,

这蕴含着 C 可逆, 矛盾.

Problem 3.2 (Wronskian). 令 f1, f2, ..., fn ∈ Cn−1(X), X ⊆ R. 定义

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1 f2 · · · fn

f ′
1 f ′

2 · · · f ′
n

...
...

...

f
(n−1)
1 f

(n−1)
2 · · · f

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∈ C(X),

则 W ̸≡ 0 蕴含着 f1, f2, ..., fn ∈ Cn−1(X) 线性无关.

证明. 记 W̃ (x) 为行列式 W (x) 对应的 n 阶矩阵. 设∑
k

akfk = 0,

对其求各阶导数, 有 ∑
k

akf
(l)
k = 0, l = 0, 1, · · · , n− 1,

即 W̃ (x)α = 0, α = (a1, · · · , an)T. 当 W ̸≡ 0 时存在 x0 ∈ X 使得 W (x0) ̸= 0, 即相应的 W̃ (x0) 为可逆矩
阵, 那么必有 α = 0.

Remark 3.3. 逆命题不成立, 即 W ≡ 0 ⇏f1, f2, ..., fn 线性相关. 例如

f1 = x2, f2 = x|x|, W (x) =

∣∣∣∣∣f1 f2

f ′
1 f ′

2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣x2 x|x|
2x 2|x|

∣∣∣∣∣ = 0,

但显然 f1 和 f2 线性无关.

Remark 3.4. 求导是判断充分光滑函数线性相关/无关的一个有效方式, 即利用导数给出更多等量关系.

Problem 3.5. 证明下列实数有理无关, 即看成 Q 上的线性空间中的向量线性无关.

1,
n
√
3,

n
√
32, · · · , n

√
3n−1.

证明. 若不然, 存在 f ∈ Q[x] 满足 f( n
√
3) = 0. 于是

(f, xn − 3) ̸= 1,

这与 (xn − 3) 在 Q 中不可约矛盾.
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Problem 3.6. 设 A ∈ Cn×n, 讨论

C(A) = {X|XA−AX = 0}

的维数和结构.

证明. 易知 C(A) 为线性空间, 设 P−1AP = J 为其 Jordan 标准形, 那么

XA = AX ⇐⇒ XPJP−1 = PJP−1X ⇐⇒ (P−1XP )J = J(P−1XP ),

即 X 7→ P−1XP 给出了 C(A) → C(J) 的一个线性同构, 故而不妨只考虑 C(J). 对 X 的行/列按 J 的
Jordan 块位置进行划分, 有

XklJl = JkXkl, ∀k, l.

记 Jp = λpI + εpNp, 其中 εp = 0 或 1. 代入可得

λlXkl + εlXklNl = λkXkl + εkNkXkl, Xkl ∈ Cnk×nl .

设 Wkl 为上式关于 Xkl 的解空间. 若 εl = εk = 0, 易知

dimWkl =

nknl, λl = λk,

0, λl ̸= λk.

若 λk = λl, 设 Xkl = (xij)
nk,nl

i=1,j=1, 那么

εk


0 x11 · · · x1,nl−1

...
...

...

0 xnk,1 · · · xnk,nl−1

 = εl


x21 · · · x2,nl

...
...

xnk,1 · · · xnk,nl

0 · · · 0

 .

当 εk = εl = 1 时, xi,j = xi+1,j+1, ∀i, j. 对于其它情形易得如下关系:

dimWkl =



m(m+1)
2

, εk = εl = 1, m = min(nk, nl),

nk(nl − 1), εk = 1, εl = 0,

(nk − 1)nl, εk = 0, εl = 1,

nknl, εk = εl = 0.

一般地, 对于 λk ̸= λl, 情况复杂, 感兴趣的可参考 https://combgeo.org/wp-content/uploads/2020/04/
Guterman_CentralisersQ20.pdf

Remark 3.7. C(A) is called the centralizer of A. For any matrix A with different eigenvalues, dimC(A) =

n, C(A) = F[A]. In general,
F[A] ⊆ C(A), F[A] = C(C(A)).

See https://math.stackexchange.com/questions/3330133/

Problem 3.8. For subspaces V1, V2 ⊆ V , V1+V2 is always a subspace. Furthermore, V1∪V2 is a subspace
implies V1 ⊆ V2 or V2 ⊆ V1.
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证明. Otherwise let v1 ∈ V1 \V2 and v2 ∈ V2 \V1. Since v1+v2 ∈ V1∪V2 by definition, we have v1+v2 ∈ V1

or V2, which implies v2 ∈ V1 or v1 ∈ V2, contradiction.

Corollary 3.9. The union of any 2 proper subspaces is never the whole space. Additionally, the proposition
holds for finite unions as long as the underlying field is infinite.

证明. Note that the the proposition may fail for infinite unions: F[x] =
∪∞

k=0 Fk[x]. For V =
∪n

k=1 Vk, let
x ∈ V1 \ 0 and y ∈ V \ V1, then

x+ ay ∈ V \ V1 ⊆
n∪

k=2

Vk, ∀a ∈ F \ {0}.

Consequently there exist distinct a1 and a2 ∈ F \ {0} such that x+ a1y and x+ a2y lie in the same Vk for
k > 1. It follows that

(a1 − a2)y = (x+ a1y)− (x+ a2y) ∈ Vk

and thus
x = x+ a1y − a1y = (x+ a1y)− a1(a1 − a2)

−1(a1 − a2)y ∈ Vk.

Since x ∈ V1 \0 is arbitrary, we have V1 ⊆
∪n

k=2 Vk and the contradiction immediately follows by induction
on n.

Problem 3.10. 对比容斥原理,

• k = 2:
dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2 − dim(V1 ∩ V2);

• k = 3:

dim(V1 + V2 + V3) ≤ dimV1 + dimV2 + dimV3 − dim(V1 ∩ V2)

− dim(V2 ∩ V3)− dim(V3 ∩ V1) + dim(V1 ∩ V2 ∩ V3).

• k > 3 时无类似结论. (https://math.stackexchange.com/questions/1375583/)

证明. 利用 k = 2 时的维数公式,

dim(V1 + V2 + V3) = dimV1 + dim(V2 + V3)− dim(V1 ∩ (V2 + V3))

= dimV1 + dimV2 + dimV3 − dim(V2 ∩ V3)− dim(V1 ∩ (V2 + V3)),

其中

dim(V1 ∩ (V2 + V3)) ≥ dim((V1 ∩ V2) + (V1 ∩ V3))

= dim(V1 ∩ V2) + dim(V1 ∩ V3)− dim(V1 ∩ V2 ∩ V3).

下面给出 V1 ∩ V2 和 V1 + V2 的显示计算的相关理论. 设

V1 = span(αj)
s
j=1, V2 = span(βk)

t
k=1.
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** 核心结论 **: 初等行变换不改变列向量的线性相关性.
求 V1 + V2 的一组基只需给出

α1, · · · , αs, β1, · · · , βt

的一个极大无关子组即可. 做初等行变换

C = (A,B) = (α1, · · · , αs, β1, · · · , βt)

→


1 · · ·

1 · · ·
1 · · ·

0

 = S,

其中每行第一个 “1” 所对应原位置的向量即为一个极大无关子组. 设可逆矩阵 P 满足 PC = S, 对于
z ∈ V1 ∩ V2, 必定存在 x 和 y 满足 z = Ax = By. 那么

C

(
x

−y

)
= 0 ⇒ S

(
x

−y

)
= 0.

利用 S 的稀疏性给出关于 (x,−y) 的解集, 在将 A 作用在所有的 x 上即得 V1 ∩ V2 中所有元素.
算例:

V1 = span((1, 1,−1, 2)T, (2,−1, 3, 0)T, (0,−3, 5,−4)T), V2 = ((1, 2, 2, 1)T, (4,−3, 3, 1)T).

做初等行变换:

C =


1 2 0 1 4

1 −1 −3 2 −3

−1 3 5 2 3

2 0 −4 1 1

→


−1 3 5 2 3

5 5 3 7

2 2 4

6 6 5 7

→


−1 3 5 2 3

1 1 2

−7 7

−7 7

 ,

得 α1, α2, β1 为一个极大无关子组. 对于

S =


−1 3 5 2 3

1 1 2

−1 1

0

 ,

得解空间的一组基为 (2,−1, 1, 0, 0)T, (−1,−2, 0, 1, 1)T.

V1 ∩ V2 = span(2α1 − α2 + α3 = 0, −α1 − 2α2 = (−5, 1,−5,−2)T), dim(V1 ∩ V2) = 1.

此处有退化的情形是由于

dimV1 = dimV2 = 2, dim(V1 ∩ V2) = 1, dim(V1 + V2) = 3.

Problem 3.11. 设 V 为 Fq 上的线性空间, V1, V2 和 V3 均为互不相同的子空间, 满足

dimV1 = dimV2 = dimV3 = n− 1 = dimV − 1.

讨论 dim(V1 + V2), dim(V1 ∩ V2) 以及 dim(V1 ∩ V2 ∩ V3).
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证明. 由 V1 ̸= V2 知不妨设 α ∈ V1 \ V2 ̸= ∅. 那么由

α ∈ (V1 + V2) \ V2, V2 ⊆ V1 + V2

知 dim(V1 + V2) > dimV2 = n− 1, 故而 dim(V1 + V2) = n. 由维数公式另有 dim(V1 ∩ V2) = n− 2. 再根据
前一题的结论,

dim(V1 + V2 + V3) = n ≤ 3(n− 1)− 3(n− 2) + dim(V1 ∩ V2 ∩ V3)

可知 dim(V1 ∩ V2 ∩ V3) ≥ n− 3. 具体取值为 (n− 3) 或 (n− 2). 考虑 V = F3
2:

• ⟨ε1, ε2⟩ ∩ ⟨ε2, ε3⟩ ∩ ⟨ε3, ε1⟩ = 0 对应 (n− 3);

• ⟨ε1, ε2⟩ ∩ ⟨ε1, ε1 + ε2 + ε3⟩ ∩ ⟨ε3, ε1⟩ = ⟨ε1⟩ 对应 (n− 2).
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