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1 3 月 31 日作业

课程暂停.

2 4 月 4 日作业

题目 2.1. 设 α1, · · · , αs 线性无关, (β1, · · · , βs) = (α1, · · · , αs)C. 证明: β1, · · · , βs 线性无关的充要条件
是 C 可逆.

证明. 由线性无关的定义可知

β1, · · · , βs 线性无关⇔ ((β1, · · · , βs)X = 0⇔ X = 0)

⇔ ((α1, · · · , αs)CX = 0⇔ X = 0)

⇔ (CX = 0⇔ X = 0)

⇔ C 可逆.

P81: 6, 7, 9, 10, 11

3 4 月 7 日作业

P81: 2(2)(5)
P90: 2, 3, 4, 7, 10, 12
P90: 7. 只需说明 βj1 , · · · , βjr 线性无关等价于 xj1 , · · · , xjr , 其中 {xk}sk=1 为 A 的列向量组. 结论成

立是因为

r∑
k=1

ukβjk = 0⇔
r∑

k=1

uk(α1, · · · , αn)xjk = 0⇔ (α1, · · · , αn)
r∑

k=1

ukxjk = 0⇔
r∑

k=1

ukxjk = 0,

故而 A 的列向量的极大线性无关组中元素与 β1, · · · , βs 中极大线性无关组元素相等.
P90: 10. 证明详见第四次讲义中 Corollary 3.9..
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P90: 12. 对 (α1, α2, α3, β1, β2) 作初等行变换得到
1 0 −2 0 1

0 1 1 0 2

0 0 0 1 −1
0 0 0 0 0


故而可选择 α1, α2, β1 作为 V1 +V2 的一组基. 考虑其核空间的一组基 (−1,−2, 0, 1, 1)T, (2,−1, 1, 0, 0)T, 那
么 V1 ∩ V2 的一组基为 β1 + β2 = (5,−1, 5, 2)T.

4 4 月 11 日作业

题目 4.1. 设 α1, · · · , αm 为 V1 的一组基, β1, · · · , βn 为 V2 的一组基, 证明 {αi⊗F βj}m,n
i,j=1 为 V1⊗F V2 的

一组基.

证明. 显然 V ⊗F W 的元素均可由 {αi ⊗F βj}m,n
i,j=1 线性表出, 下证线性无关性.

法一: 只要证 V ⊗F W 的维数为 mn. 构造双射

(V ⊗F W )∗ → Hom(V,W ∗)

ϕ 7→ (α 7→ (β 7→ ϕ(α⊗F β)))

((α⊗F β) 7→ ψ(α)(β))← [ ψ
故

dim(V ⊗W ) = dim(V ⊗W )∗ = dim Hom(V,W ∗) = dimV dimW ∗ = dimV dimW = mn.

法二: 利用 V ⊗F W 作为商空间的定义方式, 设 V ×W 为自由生成模, 令 R 为形如

(v1 + v2, w)− (v1, w)− (v2, w), (v, w1 + w2)− (v, w1)− (v, w2),

(λv,w)− λ(v, w), (v, λw)− λ(v, w)

的元素构成的子空间. 构造线性映射

σ : V ×W → Fm×n

N∑
l=1

cl

(
m∑

p=1

a(l)p αp,
n∑

q=1

b(l)q βq

)
7→

(
N∑
l=1

cla
(l)
p b

(l)
q

)
p,q

,

其中 V ×W 指代以 V ×W 中全体元素生成的自由模. 显然 σ 为满射, 且 R ⊆ kerσ. 反之
N∑
l=1

cl

(
m∑

p=1

a(l)p αp,
n∑

q=1

b(l)q βq

)
∈ kerσ ⇒

N∑
l=1

cla
(l)
p b

(l)
q = 0, ∀p, q.

那么有
N∑
l=1

cl

(
m∑

p=1

a(l)p αp,
n∑

q=1

b(l)q βq

)
+R =

∑
p,q

N∑
l=1

cla
(l)
p b

(l)
q (αp, βq) +R = R,

由任意性可知 kerσ ⊂ R, 故而 kerσ = R. 由同构基本定理可知

V ⊗F W = (V ×W )/R ∼= Fm×n, dim(V ⊗W ) = dimFm×n = mn.
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P91: 14, 16
P95: 3, 5, 6
P101: 2
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