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1 内容概要

• 线性映射的核, 像的基;

• 矩阵的最小多项式 (Jordan 标准形);

• 不变子空间.

2 补充知识

为简便起见, 以下用 VectF 和 FDVectF 分别指代数域 F 上线性空间和有限维线性空间全体.

2.1 线性映射

Definition 2.1.1 (linear map). 设 V , V ′ ∈ VectF. 称 f : V → V ′ 为线性映射, 若对任意 α, β ∈ F 及任
意 v1, v2 ∈ V 有

f(kα+ lβ) = kf(α) + lf(β), ∀k, l ∈ F, α, β ∈ V.

记满足上述条件的映射全体构成的集合为 Hom(V, V ′) (homomorphisms).
特别地, 当 V = V ′ 时, Hom(V, V ) 又记为 End(V ) (endomorphisms), 并称此时的 f 为 V 上的线性变换.

Remark 2.1.2. 若 V ∈ FDVectF, 在取定基后其上的线性映射总可以由矩阵表示, 这本质上是因为
V ∼= Fdim V . 例如对 V, V ′ ∈ FDVectF, f ∈ Hom(V, V ′), 取定 V 的一组基 α1, · · · , αn, 有

f

(∑
j

kjαj

)
=
∑
j

kjf(αj) ∈ span(f(αj))j ,

即 im f 中的元素始终能由 {f(αj)}j 线性表出. 故而要确定一线性映射的函数关系, 只需给出 {f(αj)}j 具
体的取值即可. 进一步地, 若再取 V ′ 的一组基 β1, · · · , βm, 则 {f(αj)}j 可由它们被 {βs}ms=1 表出的方式
唯一确定, 而这些表出方式共同构成了 f 的矩阵形式.

Remark 2.1.3. 对于 V, V ′ ∈ VectF, Hom(V, V ′) 自身也按照函数的加法和数乘构成一个线性空间. 当
V, V ′ ∈ FDVectF 时,

Hom(V, V ′) ∼= Hom(Fdim V ,Fdim V ′
) ∼= Fdim V ′×dim V , dimHom(V, V ′) = (dimV )(dimV ′).

特别地上述结论对 End(V ) 也成立, 而在 End(V ) 上类比 End(V ) 还可以额外定义乘法 (复合函数), 构成
一个含乘法单位元的环 (代数).
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Example 2.1.4. 1. d
dx on C∞(a, b) or F[x];

2. 对于 V = U ⊕W , 投影算子 PU , PW : V → V 幂等, 互相正交;

3. F[A] ⊆ End(V ) for A ∈ End(V ).

2.2 核空间与像空间

Definition 2.2.1 (kernel& image). 设 V, V ′ ∈ VectF, f ∈ Hom(V, V ′). 称

ker f = {v ∈ V |f(v) = 0}, im f = {f(v)|v ∈ V }

分别为 f 的核 (kernel) 空间和像 (image) 空间. 在一些结论的叙述中, 给出核空间 ker f 在一定意义下的
对偶 coker f 可以帮助我们记忆和理解. 称

coker f = V ′/ im f

为余核 (cokernel) 空间. 这是因为它可以使得序列

0 // ker f i // V
f // V ′ q // coker f // 0

正合 (exact), 即每个映射的像空间都恰好是下一个映射的核空间.

Proposition 2.2.2. 对于 V ∈ FDVectF, V ′ ∈ VectF, f ∈ Hom(V, V ′), 由同态定理

V / ker f ∼= V ′

有
dimker f + dim im f = dimV.

这恰好对应线性方程组解空间的维数 (dimker f) 与系数矩阵秩 (dim im f) 的关系. 注意上述关系与 V ′ 的
维数无关, 因为我们总是可以将 f 的值域限制在 im f 上, 从而将 V ′ 替换为 im f , 而 dimV < +∞ 蕴含
着 dim im f < +∞.

Proposition 2.2.3. 设 V, V ′ ∈ VectF, f ∈ Hom(V, V ′), 则

• f 是单射当且仅当 ker f = 0;

• f 是满射当且仅当 im f = V ′, 或 coker f = 0.

直接推论: 对于 f ∈ End(V ), 若 V ∈ FDVectF, 利用维数关系有 ker f = 0 当且仅当 im f = V ′, 故而 f

为同构当且仅当其为单射或满射. 当 V 是无限维时结论不成立, 例如 d
dx 是 F[x] 上的满射但不是单射.

2.3 线性映射的坐标表示

以下仅考虑 V, V ′ ∈ FDVectF 的情形, dimV = n, dimV ′ = m. 设 f ∈ Hom(V, V ′). 取 V 的一组基
α1, · · · , αn, 可以如下定义坐标映射 (同构)

Tα : V → Fn

n∑
i=1

kiαi 7→ (k1, · · · , kn)T
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而同一个向量 v ∈ V 在不同基下的坐标表示可通过基之间的过渡矩阵给出. 设 β1, · · · , βn 是 V 的另一组
基, 满足

(β1, · · · , βn) = (α1, · · · , αn)P,

那么

v =
n∑

i=1

kiαi = (α1, · · · , αn)(k1, · · · , kn)T = (β1, · · · , βn)P
−1(k1, · · · , kn)T,

即 Tβ = P−1 ◦ Tα.
V

Tα

~~}}
}}
}}
}} Tβ

  A
AA

AA
AA

A

Fn FnPoo

要考虑线性映射 f ∈ Hom(V, V ′) 的坐标表示需要同时分别确定 V 和 V ′ 的一组基. 设 α1, · · · , αn 是 V 的
一组基, ξ1, · · · , ξm 是 V ′ 的一组基, 那么 f 的坐标表示 Aα,ξ 满足

f

(
n∑

i=1

kiαi

)
=

n∑
i=1

kif(αi)

= (f(α1), · · · , f(αn))(k1, · · · , kn)T

= (ξ1, · · · , ξm)Aα,ξ(k1, · · · , kn)T,

即下图交换

V
f //

Tα

��

V ′

Tξ

��
Fn

Aα,ξ

// Fm

结合不同基下的过渡矩阵可得下图

V Fn

Fn

Tα

Tβ

P
V Fm

Fm

Tξ

Tη

Q

f

Aα,ξ

Aβ,η

特别地, 当 V = V ′, α = ξ, β = η, P = Q 时 Aα 和 Aβ 满足相似关系, 即同一个线性变换在不同基下的矩
阵表示落在同一个相似等价类中.

2.4 最小多项式

以下均假定 V ∈ FDVectF, A ∈ End(V ). 设

φA : F[x] → End(V )

f(x) 7→ f(A)
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那么 kerφA 即为 A 的零化多项式全体构成的集合. 由于 φA 为环同态, kerφA 必为主理想 (F[x] 为主理
想整环), 故而可设 kerφA = (mA(x)). 另一方面由 dimEnd(V ) = (dimV )2 < +∞ 可知对于充分大的
K,I, A,A2, · · · , AK 线性相关, 那么 kerφA = (mA(x)) ̸= 0. 称首一多项式 mA(x) 即为 A 的最小多项式.

Remark 2.4.1. 关系式 kerφA = (mA(x)) 不依赖于 dimV < +∞. 试思考并求出 d
dx : F[x] → F[x] 的对

应的 kerφA = (mA(x)).

Remark 2.4.2. 设 dimV = n, 取 K = n2 即有 I, A,A2, · · · , AK 线性相关, 那么 degmA ≤ n2. 而进一
步利用 Hamilton-Cayley 定理可知 det(xI −A) ∈ kerφA, 即 degmA ≤ n.

设 A 幂零, 幂零指数为 l, 即 mA(x) = xl. 再考虑 Ba = aI +A, 知 (λ− a)l 能被 mB(λ) 整除, 立即得
到 mB(λ) = (λ− a)l. 直接推论:

mJλ0
(λ) = (λ− λ0)

l,

其中 l为 Jordan块 Jλ0
的尺寸.故 A的 Jordan标准形直接反映了mA的形式,即若 A = diag(A1, · · · , As),

那么 mA(x) = [mA1
(x), · · · ,mAs

(x)]. 同样的结论对有理标准形等其他标准形均成立. 故而求 A 的最小多
项式只需给出 A 对应的 λ-阵的标准形即可, 简单计算可知这恰好为 A 的序号最大的不变因子.

3 典型例题

Problem 3.1. 是否存在 A,B ∈ End(V ) 使得 AB −BA = 1V . 若存在, 证明这样的 A 和 B 还满足

AkB −ABk = kAk−1.

证明. 对于 V ∈ FDVectF, 不妨考虑 V = Fn, A,B ∈ Fn×n. 那么

0 = Tr(AB −BA) = Tr In = n,

即只有可能 V 是零空间. 对于一般的 V ∈ VectF, 可能存在解, 例如 V = F[x],

A : f(x) 7→ f ′(x), B : f(x) 7→ xf(x),

那么
AB(f(x))−BA(f(x)) = (xf(x))′ − xf ′(x) = f(x). ∀f ∈ V.

当 AB −BA = 1V 时,

AkB −ABk =
k−1∑
j=0

Ak−jBAj −Ak−j−1BAj+1 =
k−1∑
j=0

Ak−j−1(AB −BA)Aj = kAk−1.

Problem 3.2. 设 CharF = 0, V ∈ VectF. 若 A1, · · · , As ∈ End(V ) 两两不同, 则存在 α ∈ V 使得
A1α, · · · , Asα 两两不同.

证明. A1, · · · , As ∈ End(V ) 两两不同当且仅当

ker(Ak −Al) ̸= V, ∀k ̸= l.

由于 CharF = 0, V 不能表示为有限个真子空间的并 (见上一次讲义 Corollary 3.9), 故而存在 α ∈ V 使得

α ∈ V \
∪
k ̸=l

ker(Ak −Al),

即为所求.
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Problem 3.3 (Frobenius inequality). 考虑线性映射

V
C // V ′ B // V ′′ A // V ′′′,

其中 dimV , dimV ′ < +∞, 证明

rank(ABC) + rankB ≥ rank(AB) + rank(BC),

注意这里的 rank 是指线性映射的秩, 即 rank(A) = dim imA. 特别地, 令 B 为恒等映射即得 Sylvester
inequality

rank(AB) + dimV ′′ ≥ rankA+ rankB.

证明.

rank(ABC) = dim(ABCV ) = dim im(A|BCV )

= dim(BCV )− dimker(A|BCV )

≥ rank(BC)− dimker(A|BV ′)

= rank(BC)− dim(BV ′) + dim im(A|BV ′)

= rank(BC)− rankB + rank(AB)

Problem 3.4. 设 A, B ∈ End(V ), dimV < +∞. 证明

rank(AB) = rank(B) ⇒ rank(ABC) = rank(BC), ∀C : V ′ → V.

证明.

rank(ABC) = dim(ABCV ) = dim im(A|BCV )

= dim(BCV )− dimker(A|BCV )

= dim(BCV )− dim(kerA ∩ im(BC)).

而由 rank(AB) = rankB, 再将 C = 1V 代入上式知 dim(kerA ∩ imB) = 0, 于是对一般的 C 总有
dim(kerA ∩ im(BC)) = 0, 故 rank(ABC) = rank(BC).

Problem 3.5. 设

A =


1 0 0

1 2 1

−1 0 1

 ,

求 A 的最小多项式 mA, 全空间关于 mA 的直和分解, 以及各子空间的一组基.

证明. 考虑 A 对应的 λ-阵

λI −A =


λ− 1 0 0

−1 λ− 2 −1

1 0 λ− 1


直接得到 D3(λ) = (λ − 1)2(λ − 2), 于是 mA(x) = (x − 1)(x − 2) 或 mA = (x − 1)2(x − 2), 验证可知
(A− I)(A− 2I) ̸= 0, 故而 mA = (x− 1)2(x− 2). 相应的,

V = ker(A− I)2 ⊕ ker(A− 2I).
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• 解 (A− I)2x = 0 得解空间的一组基 (1, 0, 0)T, (0, 1,−1)T;

• 解 (A− 2I)x = 0 得解空间的一组基 (0, 1, 0)T.

* 注意运用结论 “Bl−1α ̸= 0 = Blα ⇒ α,Bα, · · · , Bl−1α 线性无关”, 只需求出 (A− I)2x = 0 的一个非零
解, 再用 (A− I) 作用一次可得另一个解. 这样做还有一个好处是可以给出 Jordan 标准形标准化所需的矩
阵.

Problem 3.6. 设 dimV = n, A ∈ End(V ) 在基 α1, · · · , αn 下的矩阵表示为

Ja =



a 1 0 0 0

0 a 1
. . . 0

...
. . .

. . .
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 1

0 0 0 · · · a


证明

1. A-子空间若包含 αn, 则为 V ;

2. 非零 A-子空间必定包含 α1;

3. V 不能分解为非平凡 A-子空间的直和,

并求出所有 A-子空间.

证明. 由于 W 为 A-子空间当且仅当 ∀x ∈ W , Ax ∈ W , 这又当且仅当 ∀x ∈ W , (A − aI)x ∈ W .
设 B = A − aI, 那么 W 为 A-子空间当且仅当 W 为 B 子空间, 于是我们不妨令命题中的 a = 0, 即
Aαk+1 = αk, k = 0, 1, · · · , n− 1.
首先利用归纳立即有若 A-子空间包含 αn, 则必包含所有 α1, α2, · · · , αn, 即为 V . 任取非零 A-子空间中的
元素 β ̸= 0, 设

β = kj1αj1 + · · ·+ kjsαjs , kj1 · · · kjs ̸= 0, j1 < j2 < · · · < js,

则 Ajs−1β = kjsα1 也在这一非零 A-子空间中, 结合 kjs ̸= 0 可知该子空间必定包含 α1. 由于非平凡
A-子空间必定相交至少包含 α1 这一非零向量, 它们比不可能构成直和. 最后我们给出所有的 A-子空间.
设 W 为 A-子空间, 令 s 为满足 W ⊆ span(α1, · · · , αs) 的最小的正整数. 取 β = αs + γ ∈ W , 其中
γ ∈ span(α1, · · · , αs−1), 这里 β 的存在性依赖于 s 的最小性. 下面使用归纳法证明 αj ∈ W, ∀j = 1, · · · , s.
当 j = 1 时前文已证, 现假设 α1, · · · , αj−1 ∈ W , 则

W ∋ As−jβ = αj +As−jγ,

其中
As−jγ ∈ span(As−jα1, · · · , As−jαs−1) = span(α1, · · · , αj−1) ∈ W,

因此 αj ∈ W . 由归纳假设可知结论成立, 故而 W = span(α1, · · · , αs), 即 W 为 A-子空间.

Problem 3.7. 设 V 为 C 上的 n 维线性空间, A ∈ End(V ) 有 n 个互不相同的特征值, 求其所有的不变
子空间.
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证明. 令 W 为 A-子空间, 若 W ̸= 0, 可取 A|W 的一个特征向量 η ̸= 0 满足 Aη = µη, 那么 A 的特征子
空间 Vµ ⊆ W . 若 dimVµ < dimW , 可考虑其补空间 W ′ 使得 W = Vµ ⊕W ′. 注意到此时 W ′ 也为 A-子
空间, 因为 V 可以分解为 A 的 n 个互不相同的一维特征子空间的直和, 考虑 V 中元素在这 n 个不同特
征值所分别对应的特征向量构成的基下的坐标可知,W ′ 即为 V 中关于 η 的坐标为 0 的元素之集, 故而 W ′

为 A-子空间. 归纳地可知 W 总能表示为 A 的特征子空间的直和, 加上零空间共有 2n 种不同的特征子空
间.

Problem 3.8. 设 A ∈ End(V ), 若 f ∈ F[x] 与 A 的最小多项式 mA 互素, 则 f(A) 可逆, 特别地, 若 mA

不可约, 则 F[A] 为域.

证明. 令 uf + vmA = 1, 代入 A 可知 u(A)f(A) = I, 得 f(A) 可逆. 若 mA 不可约, 则对任一 f ∈ F[x],
(f,mA) = 1 或 mA. 若 (f,mA) = 1, 则 f(A) 可逆, 若 (f,mA) = mA, 则 f(A) = 0, 故 F[A] 中的所有非零
元都可逆.
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