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题目 1.1. 设 f : V → W 在一组基下的矩阵表示为 A, 证明 f∗ 在对偶基下的矩阵表示为 AT.

证明. 设 A = (aij)ij , f∗ 的矩阵表示为 B = (bij)ij . 根据矩阵表示的定义,

f∗(β∗
k) =

n∑
l=1

blkα
∗
l , ∀k, l.

将等式两边同时作用于 αs 有

f∗(β∗
k)(αs) = β∗

k(f(αs)) = β∗
k

(
n∑

l=1

alsβl

)
=

n∑
l=1

alsβ
∗
k(βl) = aks

n∑
l=1

blkα
∗
l (αs) = bsk.

由指标 k 和 s 任意性可知 B = AT.
另法: 设 u ∈ Fm, 有

f∗((β∗
1 , · · · , β∗

m)u)(α1, · · · , αn) = (β∗
1 , · · · , β∗

m)u(f(α1, · · · , αn)) = uT(β∗
1 , · · · , β∗

m)T(β1, · · · , βm)A = uTA.

注意到对任意 v ∈ Fn,

(α∗
1, · · · , α∗

n)v(α1, · · · , αn) = vT(α∗
1, · · · , α∗

n)
T(α1, · · · , αn) = vT,

那么
f∗((β∗

1 , · · · , β∗
m)u)(α1, · · · , αn) = uTA = (α∗

1, · · · , α∗
n)A

Tu(α1, · · · , αn),
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即
f∗((β∗

1 , · · · , β∗
m)u) = ATu.

2 5 月 16 日作业

题目 2.1. 设 V1 的两组基 {αp}np=1 和 {α′
p}np=1 满足 (α′

1, · · · , α′
n) = (α1, · · · , αn)P ; V2 的两组基 {βq}mq=1

和 {β′
q}mq=1 满足 (β′

1, · · · , β′
m) = (β1, · · · , βm)Q. 若 φ : V1 × V2 → F 在基 {αp}np=1, {βq}mq=1 下的矩阵表示

为 G, 求证 φ 在基 {α′
p}np=1, {β′

q}mq=1 下的矩阵表示为 PTGQ.

证明. 对任意指标 p 和 q 有

φ(α′
p, β

′
q) = φ

(
n∑

k=1

P (k, p)αk,
m∑
l=1

Q(l, q)αl

)

=
n∑

k=1

P (k, p)
m∑
l=1

Q(l, q)φ(αk, αl)

=
n∑

k=1

m∑
l=1

PT(p, k)G(k, l)Q(l, q) = PTGQ(p, q).

题目 2.2. 设 V1 和 V2 的基分别为 {αp}np=1 和 {βq}mq=1, φ : V1 × V2 → F. 写出 Rφ(β1), · · · , Rφ(βn) 与
α∗
1, · · · , α∗

n 之间的过渡矩阵.

证明. 设所求的过渡矩阵为 A = (aij)ij , 则根据定义有

Rφ(βq) =
n∑

p=1

apqα
∗
p.

等式两边同时作用于 αs 上可得

φ(s, q) = Rφ(βq)(αs) =
n∑

p=1

apqα
∗
p(αs) = asq,

故所求的过渡矩阵与 φ 的矩阵表示一致.

3 5 月 19 日作业

题目 3.1. 设 σ ∈ Hom(V1, V2), α1, · · · , αn 为 V1 的一组基. 求证 σ 为等距同构当且仅当 (σαk, σαl) =

(αk, αl), ∀k, l, 且 σ 为双射.

证明. 充分性是显然的, 下证必要性. 对任意 u, v ∈ V1, 设

u =
n∑

p=1

xpαp, v =
n∑

q=1

yqαq.
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那么

σ(u, v) = σ

(
n∑

p=1

xpαp,
n∑

q=1

yqαq

)

=

n∑
p=1

n∑
q=1

xpyqσ(αp, αq)

=
n∑

p=1

n∑
q=1

xpyq(αp, αq)

=

(
n∑

p=1

xpαp,

n∑
q=1

yqαq

)
= (u, v).

题目 3.2. 设 σ : V1 → V2 为非退化正交空间之间的线性映射. 求证则 σ 为等距同构当且仅当 σ 为双射且
(σα, σα) = (α, α), ∀α ∈ V1.

证明. 充分性是显然的, 下证必要性. 对任意 u, v ∈ V1, 有

(σu, σv) =
1

4
((σ(u+ v), σ(u+ v))− (σ(u− v), σ(u− v)))

=
1

4
((u+ v, u+ v)− (u− v, u− v)) = (u, v).

题目 3.3. 设 σ : V → V 为非退化度量空间上的线性变换, σ∗ : V → V 为相应的伴随变换. 求证

1. σ 为等距变换当且仅当 σ 为双射且 σσ∗ = id;

2. 若 σ 为等距变换, U 为 σ-不变子空间, 则 U⊥ 也为 σ-不变子空间.

证明. 若 σ 为等距变换, 根据定义对任意 u, v ∈ V 有

(u, v) = (σσ−1u, v) = (σ−1u, σ∗v) = (u, σσ∗v).

由于 V 非退化, 结合 u 和 v 的任意性即有 σσ∗ = id. 反之当 σ 为双射而 σσ∗ = id 时有 σ∗ = σ−1, 那么对
任意 u, v ∈ V 有

(σu, σv) = (u, σ∗σv) = (u, σ−1σv) = (u, v).

当 σ 为等距变换时, 任取 α ∈ U⊥, 根据定义有

(α, u) = 0, ∀u ∈ U.

于是
(σα, u) = (α, σ−1u), ∀u ∈ U,

即 σα ∈ (σ−1U)⊥. 当 V 为有限维空间时 U 也为有限维空间, 那么 σ(U) ⊆ U 蕴含着 σ(U) = U , 即
σ−1(U) = U , 结合 α 的任意性故有 U⊥ 为 σ-子空间. 事实上当 dimV = ∞ 时这一结论可能不成立, 例如

σ : ℓ2 → ℓ2

(ak)
∞
k=−∞ 7→ (ak−1)

∞
k=−∞.

3



那么对任意整数 s,
Ws = {(ak)∞k=−∞ | ak = 0, ∀k < s}

均为 σ-不变子空间. 易知
W⊥

s = {(ak)∞k=−∞ | ak = 0, ∀k ≥ s},

但显然 W⊥
s 不能成为 σ-子空间.

题目 3.4. 证明辛矩阵 A 的特征多项式 f(λ) 满足 f(λ) = λ2mf(λ−1), 进而若 λ0 为 f(λ) 的根, 则 λ−1
0 也

为根.

证明. 记 J =

(
0 I

−I 0

)
, 那么根据辛矩阵的定义有 ATJA = J . 显然 A 和 J 均为可逆矩阵, 于是 AT =

JA−1J−1, 即 A ∼ AT ∼ A−1, 立即有 f(λ) = λ2mf(λ−1).

4 5 月 23 日作业

以下均设 V 为度量空间.

题目 4.1. 设 V = N ⦹ S, 其中 N 为零内积子空间.

1. 证明 N = RadV 当且仅当 S 非退化;

2. 若 S 非退化, 则 S 与 V /RadV 等距同构.

证明. 当 N = RadV 时 V = RadV ⦹ S. 取 v ∈ RadS = S ∩ S⊥. 由于 v ∈ S⊥ 而 V = RadV ⦹ S, 必
有 v ∈ V ⊥ = RadV , 于是 v ∈ RadV ∩ S = 0, 即 v = 0. 由 v 的任意性知 RadS = 0, 故 S 非退化. 反之
当 S 非退化时有 RadS = S ∩ S⊥ = 0. 由于 N 为零内积子空间, N 中任意向量与 N 和 S 都正交, 那么有
N ⊆ V ⊥ = RadV . 而对任意 v ∈ RadV = V ⊥, 设 v = v1 + v2 满足 v1 ∈ N , v2 ∈ S, 那么对任意 w ∈ S 有

(v2, w) = (v − v1, w) = (v, w)− (v1, w) = 0− 0 = 0,

即 v2 ∈ S ∩ S⊥ = RadS = 0, 故 v = v1 ∈ N , 由 v 的任意性可知 RadV ⊆ N . 至此充要性得证.
当 S 非退化时 V = RadV ⦹ S, 构造映射

σ : V /RadV → S, v + RadV 7→ v2,

其中 v = v1 + v2, 满足 v1 ∈ RadV , v2 ∈ S. 首先说明其良定义性. 设

v + RadV = v′ + RadV, v = v1 + v2, v
′ = v′1 + v′2, v1, v

′
1 ∈ RadV, v2, v

′
2 ∈ S,

根据定义有
(v1 − v′1) + (v2 − v′2) = v − v′ ∈ RadV,

由于 v − v′ 的直和分解唯一, 必有 v2 − v′2 = 0, 良定义性得证. 对任意 u ∈ S, 有 σ(u+ RadV ) = u, 且若

σ(v + RadV ) = 0, v = v1 + v2, v1 ∈ RadV, v2 ∈ S,

则有 v2 = 0, 那么 v = v1 ∈ RadV , 于是 v + RadV = 0 + RadV . 故上述定义的 σ 为双射. 对任意
w1, w2 ∈ S,

(σ(w1 + RadV ), σ(w2 + RadV )) = (w1, w2) = (w1 + RadV,w2 + RadV ),
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因此 σ 为等距同构. 也可利用

V = RadV ⦹ S = RadV ⦹ V /RadV,

结合 Witt 消去定理得到同构.

题目 4.2. 设 V = S ⦹ T . 证明 V 非退化当且仅当 S 和 T 非退化.

证明. 若 V 非退化, 则 S ∩ S⊥ ⊆ T⊥ ∩ S⊥ ⊆ V ⊥ = 0, 即 S 非退化. 同理 T 也非退化. 反之当 S 和 T 均非
退化时, 任取 u = v + w ∈ V ⊥ 满足 v ∈ S, w ∈ T , 根据定义对任意 v′ ∈ S 和 w′ ∈ T 有

(v, v′) = (v + w, v′)− (w, v′) = 0, (w,w′) = (v + w,w′) + (v, w′) = 0,

于是 v ∈ S ∩ S⊥ = 0, w ∈ T ∩ T⊥ = 0, 即 u = v + w = 0. 由 u ∈ V ⊥ 的任意性可知 V ⊥ = 0, 即 V 非退
化.

题目 4.3. 证明子空间 S ⊆ V 为双曲平面当且仅当 S 为非退化二维子空间且含有迷向向量.

证明. 充分性是显然的, 下证必要性. 设 α 为 S 的迷向向量, β ∈ S 满足 (α, β) ̸= 0. 不妨令 (α, β) = 1. 下
面只需说明 α, β 构成 S 的一组基即可. 若不然, 由 α ̸= 0 知 β ∈ span(α, β) = span(α), 可设 β = kα, 那
么由 α 是迷向向量可知 (α, β) = 0, 矛盾.
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